Chapitre 7 : correction des exercices théoriques

Puisque Ejy, Es, ..., E,, sont mutuellement exclusifs, les deux événements E; et (Fy U E3 U
..U E,,) le sont également. Dés lors, par (7.2), nous pouvons écrire :

P(E,UE,UEsU...UE,) = P(E)) + P(E; UE;U...UE,,).
Les deux événements Fs et (E3U...U E,,) étant mutuellement exclusifs, (7.2) nous donne :
P(EyUEyUE3U...UE,) = P(E))+ P(Ey)+ P(EsU...UEy).

Les deux événements E5 et (EyU...U E,,) étant mutuellement exclusifs, (7.2) nous permet
d’écrire :

P(EyUE,UE3U...UE,)=P(E)+ P(Ey)+ P(E;)+ P(E4U...UE,).
En poursuivant de la méme facon le raisonnement, nous obtenons bien finalement :

P(EyUE,UFE3U...UE,,) = P(E,\)+ P(Ey) + P(E3) + ...+ P(E,,).

E=F UEUE3U...UE,, avec E1, Es, ..., E,, mutuellement exclusifs.

En considérant que les deux évenements E; et (EyU E3U. ..U E,,) constituent une partition
de FE, la propriété 7.1 nous indique que

P(E)=P(E\)+ P(E;UE;U...UE,).

Mais Es et (E3U...UE,,) sont deux événements qui constituent une partition de I’événement
(B2 UFE3U...UE,). Dés lors, grace a la propriété 7.1, nous avons :

P(E)=P(Ey)+ P(Ey)+ P(EsUE,U...UE,).

Mais Fj et (E4U...UE,,) sont deux événements qui constituent une partition de I’événement
(EsUEyU...UE,). Dés lors, grace a la propriété 7.1, nous avons :

P(E) = P(Ey) + P(Ey) + P(E3) + P(E4U Es U...UEy,).
En poursuivant de la méme fagon cette démarche, on obtient bien finalement :

P(E)= P(Ey)+ P(E3) + ...+ P(En).

T.7.3
P(AUBUCQC)
= P(AU[BUC))
= P(A)+PBUC)—PAN[BUC)) par (7.14)
= P(A)+P(B)+P(C)—P(BNC)—P(AN[BUC]) par (7.14).
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Or, AN[BUC]=[ANBJ]U[ANC]. Dés lors, par (7.14),

P(AN[BUC]) = P([AnBJU[ANC])
= P(ANB)+ P(ANC)—P([ANBIN[ANC])
= P(ANB)+P(ANC)—P(ANBNCQ).

Par conséquent, on obtient :
P(AuBUC) = P(A)+P(B)+ P(C)—P(BNC(C)
—P(ANB)—P(ANC)+PANBNC),

ce qui établit (7.15).

Le prélévement successif et sans remise de n boules parmi les N boules de 'urne est une
: : N . :

expérience aléatoire £ dont les ( n ) résultats possibles sont équiprobables. On peut donc

déterminer P(r boules de type A) en appliquant la définition classique de la probabiliteé.

Pour se retrouver avec r boules de type A, il faut nécessairement que I’on préléve sans remise
r boules parmi les N; boules de type A de l'urne, et (n — r) boules parmi les Ny boules de
type B de 'urne (avec, bien évidemment, r < Ny et n —r < Ns). Il est dés lors clair que,

. N . : . .
parmi les ( n ) résultats possibles de I'expérience aléatoire £, il y en a

(4)(2)

qui sont favorables a la réalisation de I’événement « obtenir r boules de type A (et donc n—r
boules de type B) ». On a donc bien :

()2
r n—r
P(r boules de type A) = :

()

Puisque {Ey, . .., E,, } est un systéme complet d’événements, on peut décomposer I’événement
A de la maniére suivante :

A=(ANE)UANE)U...U(ANE,).

Les événements (AN E;), j = 1,...,m, constituent une partition de A. Par conséquent, la
propriété 7.2 nous donne :

P(A)=P(ANE)+PANEy)+...+ P(ANE,).
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Or, par la loi de multiplication, P(A N E;) = P(E;)P(A|E;) pour tout j = 1,...,m. Dés
lors :

P(A) = P(E)P(A|E) + P(E)P(A|E) + ...+ P(E,)P(A|E,,)

= > P(E,)P(AlE;),
j=1
ce que nous voulions démontrer.

En appliquant successivement la définition de la probabilité conditionnelle, la loi de multi-

plication et le théoréme des probabilités totales, on a, pour ¢ =1,...,m:
P(E,|A) = P(ANE;)  P(E)P(AE;)  P(E;)P(AlE)
' P(A) P(A) 21 P(ES)P(A|E;)

ce que nous voulions démontrer.



