ANNEXE 2

LES FONCTIONS

A.2.1 DEFINITION D’UNE FONCTION

Soient A et B deux ensembles donnés. Supposons qu’a chaque élément
a € A, on associe un élément b € B. L’ensemble de ces associations définit
une fonction ou application de A dans B, ce qu’on écrit :

f:A— B ou Al B

F1G. 2.1 — Graphe d’une fonction

Sib € Bestassociéaa € A, onécritb = f(a); b est appelé I'image

de a. A chaque fonction f : A — B correspond le sous-ensemble de A x B
défini par :

{(z.y)|lz € A,y = f(z) € B}. 2.1

EXEMPLE A.2.1

Soient A = {1,2} et B = {1, 2, 3,4}. Définissons la fonction f qui
associe a tout élément = de A une valeur y de B égale au double de .

F1G. 2.2 — Graphe de la fonction

Au vu de la figure 2.2, on constate que f est définie par le sous-
ensemble de A x B suivant :

f = {(172)7 (274)} = {(m,y)|y =2r,x € A}7
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ce qu’on énonce encore en disant que f est définie par

y=2x, ol ze€{l,2}.

Un cas particulier intéressant est celui ou le domaine de définition de f,
noté A ci-dessus, est I’ensemble P(£2) des parties d’un ensemble de référence
). On parle alors de fonction d’ensembles.

EXEMPLE A.2.2

Reprenons I'exemple A.1.2 de I'annexe 1, dans lequel Q = {1, 2, 3,4}.
Nous pouvons définir sur P(£2) une fonction f qui associe a chaque
sous-ensemble E de €2 le nombre d’éléments qu’il contient :

f:P(Q) -V =1{01,2,3,4}

PQ) Vv

4 @

S] Sz S3 M

Dy Dy Dy Dy Ds Dg

T, T, T; Ty
S Q Y,

FIG. 2.3 — Graphe de f

Ainsi, par exemple :

f0)=0, [f(S2)=1, f(Da)=2, f(T5)=3, f(Q)=4

Soit f : A — B. Si les images de deux éléments distincts de A sont des
éléments distincts de B, f définit une injection. Si, de plus, chaque élément
de B est une image d’un élément de A, on parle de bijection. Dans ce cas, a
chaque b € B, on peut faire correspondre un élément a € A tel que b = f(a).

On écrit alors que a = f~1(b). La fonction f~! : B — A est dite fonction
inverse.
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A.2.2 GRAPHE D’UNE FONCTION

On appelle graphe d’une fonction f la représentation graphique des
couples (z,y) définis par (2.1). Lorsque A est fini, on peut utiliser les dia-
grammes de Venn. Lorsque A et B sont inclus ou égaux a R, on peut faire
appel a une représentation dans un repére; f est alors définie par un sous-
ensemble de R2.

EXEMPLE A.2.3

Reprenons I'exemple A.21 en remplagant A et B par
R : f = {(z,y)ly = 2z,2z € R}. Prenons quelques couples
particuliers de cet ensemble :

x‘72710123
y|—4 -2 0 2 4 6

f définit ainsi une droite passant par l'origine 0.

FIG. 2.4 — Représentation d’une droite

On peut remarquer que la fonction f est bijective. La fonction inverse
71 est dés lors définie par :

F=A{ 2|z =y/2,y €R}.

La représentation graphique d’une droite dans un plan s’effectue en
définissant un repere (ou systeéme de coordonnées cartésiennes). On considere
deux droites réelles orthogonales se coupant en un point 0, appelé origine.
On oriente chaque droite comme dans la figure 2.4. On définit une échelle sur
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chaque axe ainsi construit en choisissant une unité sur chacun d’eux et en les
graduant ensuite. Un point du plan (z, y) est alors représenté de telle sorte que
la projection de ce point sur I’axe Ox correspond a la graduation x (abscisse du
point) et que la projection de ce point sur I’axe Oy correspond a la graduation
y (ordonnée du point).

EXEMPLE A.2.4

Représentons graphiquement la droite d’équation
y=2x+1,
ou z € R. Considérons quelques valeurs particuliéres des couples
(z,y) définis par cette équation :
-2 -1 -1/2 0 1 2
y|-3 -1 0 135

En joignant ces points par une droite, on obtient le graphique de la figure
2.5.

FI1G. 2.5 — Représentation de y = 2z + 1

Si on considere I’équation générale d’une droite y = a + bz, ou x € R,
a et b étant deux constantes réelles, on constate que :

1. Vordonnée a lorigine a est égale a la valeur de y pour laquelle z = 0
(intersection de la droite et de 1’axe Oy) ;

2. le coefficient angulaire b mesure 1’accroissement de y correspondant a
un accroissement unitaire de x ; b est encore appelé la pente de la droite.

Remarquons enfin qu’une droite est définie des que I’on connait deux de
ses points. Ainsi, on peut montrer que la droite passant par les points (z1, y1)
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=y

FIG. 2.6 — Représentation de y = a + bx

et (x9,y2) est définie par 1’équation

_Y2—0

y—uy = (x — ). (2.2)
To — I
EXEMPLE A.2.5
La droite passant les points (2, 2) et (4, 3) a pour équation :
3—-2
y—2= 4_2(36—2):>y70.536+1.

v 4
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F1G. 2.7 — Représentation de y = 0.5z + 1

A.2.3 EXERCICES PROPOSES

Soient A = {1,2} et B ={1,2,3,4,5,6}. Définissez le sous-ensemble
de A x B qui correspond a la fonction f : A — B associant a tout élément = de A
une valeur y de B égale au triple de z.
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Soit @ = {a, b, c}. Définissez la fonction d’ensembles f qui, a tout sous-

ensemble E de €2, fait correspondre le nombre d’éléments de E.

Soit @ = {(z,y)|lz € {1,2}ety € {1,2,3}}. Définissez la fonc-

tion d’ensembles f qui, a tout sous-ensemble E de (2, fait correspondre le nombre
d’éléments de E tels que = < y.

Soient A = R et B = R. Définissez et représentez graphiquement la
fonction f décrite a I'exercice E.A.2.1.

Définissez et représentez graphiquement les fonctions suivantes de R
dans R :

(a) achaque nombre, f associe son cube;
(b) a chaque nombre, g associe le nombre 5;

(c) achague nombre strictement positif, h associe son carré et a chaque nombre
non positif, i associe le nombre 6.

Trouvez aussi les valeurs prises par chaque fonction pour x = 4, x = -2 etx = 0.

Représentez graphiquement les fonctions suivantes :

(@) f:R — R, définiepary = f(z) =a> +2 —6;

(b) g:R — R, définie par y = g(z) = 2 + 3.
Tracez, dans un systétme de coordonnées cartésiennes, les droites
d’équation‘) :

(@ Di:y=z+4;

(b) Dy :y=—-2x+3;
() D3:y=u1x/243/4;
(d) Ds:y=5/2;
(e) Ds:x=4.
Déterminez I'équation de la droite passant par les points :
(@ (0,0)et(2,4);
(b) (=1,—1)et(1,1);
(¢) (1,2)et(4,5);
(d) (2,3)et(4,3);
(e) (4,5)et(6,-2)

(1) On indique qu’une droite D est d’équation y = a + bz par la notation D : y = a + bz.





